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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　Leし4　be　a　Noetherian　local　ring　with　maximal　ideal　m　and　dim、4＞0．　Let　G（m）＝①n≧o　mη／m／z＋l　be　the　associated
graded　ring　of　m．　This　paper　explores　quasi－socle　ideals　in．4，　that　is　the　ideals　of　the　form∫＝Q：mq（q≧1）with　Q
parameter　ideals．　The　author，　S．　Goto，　and　H．　Sakurai［GHS］have　shown　the　method　developed　by　H－J．　Wang［Wan］
works　pretty　well　also　in　the　non℃ohen－Macaulay　case，　The　present　purpose　is　to　solve　the　problem　left　open　in［GHS／
We　will　show　that　if　A　is　a　generalized　Cohen－Macaulay　ring　w1th　depth　G（m）≧2，　then　for　each　integer　q≧10ne　can
且nd　an　integer’＝殉）》0，　depending　on　q，　such　thatア＝Qf　for　every　parameter　ideal　Q　contained　in　mt，　where　1＝Q：
mq；therefore　the　associated　graded　ring　Gの＝①ノz≧01z〃1＋l　of　l　is　a　Buchsbaum　ring，　once　so　is、4，
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1　はじめに
　以下，（、4，m）により極大イデアルmを持つd次元
Noether局所環を表す．　Q＝（al，．．．，ad）を環、4内の巴系
イデアルとし，f＝Q：mq（q≧1）とおく．このイデアルf
をQに関する擬ソークルイデアルと呼ぶ．本報告では，
いつ等式f2＝Qlが成立するのか考察する．研究の背景
や主結果を述べるために，まずいくつかの記号と定義を
導入する．1を環A内のm準素イデアルとし，
｛e∫（A）｝。．i≦dでイデアル1の第i次Hilbert係数を表すこ
とにする．従って，∫のHilbert函数は整数7zが十分大
なるとき，次のように記述される：磁．4／1”＋1）＝
eP（A）（噸一・ノω（禦丁1）・．＋（－1）4・矧．但
し，1．（M）でA加群Mの長さを表すものとする．
　Qを環、4内の巴系イデアルとする．ここで次の差の
値1［（Q）＝＝　1．（．4／Q）－e8（A）を考えよう．ただし，　e8（A）
は環AのQに関する重複度である，このときAが
＊本稿の内容は英文化し，国際数学専門誌に投稿する予
定である。
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Cohen－Macaulay局所環であることと，1（Q）＝0が環A
内のある巴系イデアル，さらに全ての巴系イデアルに対
して成立することは同値であることが知られている．上
記の差の値1（Q）が巴系イデアルのとり方によらず共
通の一定値をとるとき，そのような環をBuchsbaum環
と呼ぶ．また，SUPQH（Q）〈∞であるとき，そのような
環をgeneralized　Cohen－Macaulay環またはFLC環と呼
ぶ．ただしQは環．4内の全ての巴系イデアルを走るも
のとする．従って，Buchsbaum環はFLC環である．こ
のFLC環の定義は極大イデアルmに関する環Aの局
所コホモロジー加群H舐五）（iSd）が有限生成であるこ
とと同値である．また，このとき等式
・up・E（Q）一Σ離71）1・（H振ω）が得られ・．
　ここで，FLC環の議論で重要な役割を果たすイデアル
を導入したい．以後，環．4はFLC環とする．　A内の巴
系イデアル・は等式・［（Q）一Σ離71）1・（Hk（A））を
満たすときstandardであると呼ぶ．この条件は全ての
整数ni＞0について，αrl，α聖，．。。，α2・’が任意の川頁序でd
列をなすここと同値である（［T，Proposition　3．2］）．
　FLC環では十分大きい整数1》0でQ⊆mlなる全て
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の巴系イデアルがstandardになるようなものがとれる
（［T，Section　3］）．
　最後に環、4内のイデアルfに対して，
沢（f）＝㊦fn，
　　　n≧O
G（∫）＝㊦fn／Jn＋1，
　　　n≧O
F（∫）＝㊦fn／mfn
　　　n≧0
とおき，それぞれをfのRees代数随伴次数環，ファイ
バー環と呼ぶ．この準備の下で，本報告の主結果を述べ
たい．
定理1．1．AはFZC環とし，　depth　G（m）≧2と仮定す
る，整数1≧1をm～に含まれる全ての巴系イデアルが
standardとなるように取る．このとき各整数q≧1に
対してqに依る十分大きな整数オ＝t（q）が存在して，mt
に含まれる全ての巴系イデアルQに対して等式f2＝Qf
が成立する．ただし1＝Q：rrtqである．
　ここで［GO，　Section　2］と［GN，　Section　5］における議論を
我々の擬ソークルイデアルf＝Q：mqに適用すると次の
重要な系が得られる．尚，定理Llと次の系において1
＝1ととればBuchsbaum環における主張を得ることが
できる．
系1．2．AはFLC環とし，　depth　G（m）≧2とする．整数
1≧1をmlに含まれる全ての巴系イデアルがstandard
となるように取る．このときq≧1なる整数gに対して
qに依る十分大きい整数’＝t（q）が存在して，mtに含ま
れる環！1内の巴系イデアルQに対して次の主張が正し
い．ただしf＝Q：mqである，
（1）1の第lUi／bert係数は次のように記述される．
e｝（A）＝e？（且）十eる（A）－IA（．4／Z）。
（2）1のHilbert函数は，全ての非負整tw　nについて，次
の等式で与えられる．／．（A／f”＋i）＝e？（A）（n吉d）一
・｝ω摩τ1）＋Σ乳、（－1）t［・6’1（A）＋・bω］（喫r）．
（3）i＜dなら，A一加群の同型
HM（G（f））＝［HM（G（f））］，一，21H乱（A）
を得る．また，
max｛n∈Zl［Hk（G（1））］譜（0）｝≦1－d
である．
（4）基礎環！1がBuchsbαum環であるならば，　fの随伴
次数環引 fの＝㊦n≧。1”／fn＋1はB％漉∫∂α％〃z環である．
ここで，M＝mGの＋Gの＋はGのの次数付き極大イデ
アルであり，［HM（G（f））］n（i，　n∈Z）は，　GののMに関す
る第i一次局所コホモロジーH鼠G（1））のn次斉次成分を
表す．
　この定理1．1と系1．2について，いくつかの説明をし
たい．後藤四郎，櫻井秀人，著者は［GHS，　GHS2］において，
定理Llと系1．2を整数qは2以上の整数であるという
制約の下で，さらに巴系αL＿，　adのとり方に条件を課し
て証明した、詳しくは［GHS，　GHS2］を参照して頂きたい．
本報告では，qは1以上の整数とし，　mtに含まれる全て
の巴系イデアルで主張が成立することを示す．
　ここで，本報告の研究の背景と動機を説明する．
我々の研究はA．Corso，　C．　Polini，　C．　Huneke，　W．　V．
Vasconcelos，後藤たちによるCohen－Macaulay環におけ
るソークルイデアル（9：mの研究にまで遡る．
定理1．3（［CHV，　CPI，　CP2，　CPV，　G］）．　AをCohen－
Macaulay局所環，　Qは環．4の巴系イデアル，」＝Q：rn
はソークルイデアルとする，このとき，次は同値である．
（1）ノ≠QI
（2）QはA内で整閉である．
（3）Aは正則局所環で，A一加群m／Qはcyclicである．
従って，Aが正則局所環ではないCohen－Macaulay局所
環なら，全ての巴系イデアルQに対し，等式12＝Qfが
成立する．ゆえに，fの随伴次数環Gのとファイバー環
FのはどちらもCo加陥Mαc翻1α夕環である、さらにA
の次元が2以上なら，Rees代数貌のもまたCohen－
Macaulayである，
　この結果を踏まえて，局所環内の擬ソークルイデアル
の研究は，その後次の2つの方向に発展した．第1の
方向は基礎環、4に関する仮定を弱めることである．こ
の研究は，後藤一櫻井により実施された（［GSa1，　GSa2，
GSa3］），彼らは主にBuchsbaum局所環、4内のソークル
イデアル1＝（9：mの挙動を解析し，極大イデアルmに
関する重複度がeX（A）≧2であり，かつ巴系イデアルQ
がmの十分高い幕に含まれているとき，等式12＝Qfが
成立し，従って1の随伴次数環GのもBuchsbaum環で
あることを示した．
　第2は，H．」．　Wang［Wan］，後藤松岡，高橋木村，　H．
L．Truong，　T，　T．　Phuong（［GMT，　GKM，　GKMP，　GKPT｝）ら
により実行された．［GMT］では，環！1はdim．4＞0で
あってe監（A）≧3なるGorenstein局所環であるとして，
擬iソークルイデアルQ：m2が解析された，［GKM，　GKMP，
GKPT］では，特殊な1次元Cohen－Macaulay局所環の場
合に，擬ソークルイデアルQ：rnα＠≧1）の振舞いが研究
された．しかしながら，基礎環の次元がdim、A≧2であ
るとき，次に挙げるWang［Wan］の結果及びその手法は，
独創的である．尚，この結果はC．Polini　and　B．　Ulrich
［PU］らによる予想に対し，肯定的な解答を与えている．
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定理1．4　（［Wan］）．　AはCohen－Macaulay局所環とし，
depth　G（m）≧2とする．　q≧1は整数とする．　QはAの巴
系イデアルとし，Q⊆mq＋1とする．ここで1＝Q：mqと
すると，次が正しい．
mql＝m4Q，　f⊆rrtq＋1，∫2＝O∫．
従って，fの随伴次数環Gの，ファイバー環F（1），　Rees代
数IR（Dは全てCohen－Macaulayである，
　先行する研究［GHS，　GHS2］とその続きに当たる本報告
の研究の契機は，上記のWangの定理において，「基礎
環がCohen－Macaulay環であるという仮定を外して，定
理が成立するか否か」という問いかけにある，次の第2
節で本報告の主結果である定理1．1と系1．2の証明を与
える．
2　主定理の証明
　これ以降特に断りのない限り（A，m）でd次元
Noether局所環を表すものとする．この節の目的は定理
1．1と系1．2を証明することにある．我々の証明はN．T．
CuongとH．L．Truongらによる結果とその手法［CT］に基
づいている．彼らはq＝1の場合のみ議論しているが，
彼らの主張とその証明方法はg≧1なる場合にも拡張で
きる．従って次の主張が正しい．証明は割愛するが詳し
くは［CT］を参照して頂きたい，
定理2．1　（［CT，　Theorem　3．3，　Corollary　4．1］）．　AはFLC
環とし，q≧1なる整数とする．このとき，次が正しい．
　　・・p・1・（［Q・m・］Q）一禽㈲・・（（・）・…A・mり
但し，QはA内の全てのstandardな巴系イデアルを動
くとする．さらに整数qに依るκ＝κ（φ≧1なる数が存
在して，rnκに含まれる全ての巴系イデアルQに対して、
　　IA（［Q・m・］／Q）一禽㈲z・（（o）・Hlh｛A・m・）．
が正しい．
　次の命題から始める．
命題2．2．AはF乙0環とする，　q≧1なる整数とする，
QをA内のstandardな巴系イデアルとし，次の等号
1・（［Q・m・］／Q）一禽㈲・・（（・）・…A・mり・
を満たすとする．このとき，
［Q＋W］：mq＝［Q：mq］＋W
が正しい，ここで，W＝HX（A）である．
Proof、4＝A／Wとする．ここでQはstandardな巴系
イデアルであるので，Q∩確＝（OX［T，　Corollary　2．3］）であ
る．従って次の完全列
　　　　　　　　　　e　＿　　　＿　　0→H残（A）→．4／Q→AIQA→0，
を得る．上の完全列に，HomA（A／mq，りを作用させ，長さ
を比較する．QAはAのstandardな巴系イデアルで
あるので，H鑑（A）＝（0）とH振（A）＝H乱（A），i≧1に注意
すると，定理2ユより，次の不等式を得る．
　　1、（［Q：m4］／Q）≦1。（（0）：、融mり＋1。（［QA：πmり／Q、4）
　　　　　　　・1・（（・）・H・．・Al・…）・海（》）1・（（・）・・卿り
　　　　　　　一1・（（・）…ωmり・塩㈲・・（（・）…”…mり
　　　　　　　・急㈲1・（（・）・・・…mり，
ここで，仮定1．（［Q：mq］／Q）＝Σ1－。㈲ZA（（0）：Hin（A》mりより，
　　1、（［Q：mq】／Q）－1。（（0）：、X（A）mq）＋1，（［QA：πmσ］IQA），
　　　　　　　　　　E　　＿　　　＿を得る、これは射AIQ→AIQAから導かれる射
HomA（A／m4，　e）：HomA（A／ma，　AIQ＞→HomA（A／mq，　AIQ）
が全射であることを意味する，故に
［Q＋剛：m』［Q＋mq］＋W．
　次の定理2．3は主定理1．1の証明の核となる主張であ
る．これは［GSa1，　Theorem　3．9］の一般化である．
定理2．3．AはπC環とする．σ≧1なる整数とする．
QをA内のstandardな巴系イデアルとし，1＝Q：mq
とおく．次の3条件を仮定する．
（1）　1・（・・Q）一Σ匙。㈲・・（（・）・・・…mq）．
（2）mql＝mqQ．
（3）　12⊆Q．
このとき，等式12＝QIが成立する．
proof．まず命題2．2より［Q＋例：m』［Q：mq］＋W＝
1＋Wである、ただし，ur＝HX（A）である．　Q＝（al，
a2，＿，　ad）とおく．等式12＝Qfを次元に関する帰納法で
示す．
　d＝1とする．A；AW，　m＝m／匹f＝f／A，
Q＝QIAと置く．mq・f＝mq・Qであるので，
mq・fn＝mq・Qn，　n∈Zとなることに注意する．さて
［Q＋W］：mq＝∫＋Wより」＝Q：mqを得る．　X∈12を
とると，12⊆Qより，x＝aly，　Y∈Aと書ける．α∈mq
をとる．すると，a！（ay）＝ακ∈mq・」2＝mq・Q2より，　al
（cry）ニαた，　z∈Aを得る．さてAはCohen－Macaulayで
（41）
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のはA正則元であることからα〃∈Qを得る．
y∈Q：mq＝fであるからx＝α1y∈Q・f，つまり
f2＝Q・fを得る，よって，f2⊆α＋Wである．ここで，
仮定f2⊆Qと，　W∩Q＝（0）であることから
12⊆（Qf十uz）∩Q＝Qfを得る．
　6≧2として，d－1まで主張が正しいとせよ．　B＝
A／（α1）とおく．このとき定理の条件（1），（2），（3）は環βの
巴系イデアルQBに対しても成立する，条件（2），（3）につ
いては明らかである．B内でQBが条件（1）を満たすこと
を確認する．今，aiHも（A）＝（0）と（0）≦i≦d－1と
1．（（0）：a、）＝猟W）〈∞（［T，Theorem　2．5］）であるので，次
の局所コホモロジー加群の短完全列
0→H振（A）→H鮎（B）→H掃1（A）→0
（0≦i≦d－2）を得る．従って，定理2．1と上の完全列よ
り次を得る．
♂み（∫／（の＝／．（［QB：8mρ］／〔四）
　　　≦観（d－1z）1・（（・）・・・…mり
　　　≦慧（d－1z）．
　　　［1。（（0）：。fU（。）mり＋1。（（0）：。fl・1（。）mり］
　　　≦禽㈲1・（（・）・・・…mり
　　　＝1．（」／Q）．
従って，
　　1・（［QB・B　TI・・］・Q・B）＝－IX（諺71）1・（（・）・…B・mり
を得る．確かにQBはB内で条件（1）を満たすことを示
されたので，帰納法の仮定からf2⊆Qf＋（a1）である．
さてx∈12をとり，x＝y＋αlg，y∈Qf，2∈Aと表す．
α∈mqをとる．このとき，　m町＝mqQに注意すると，
α躍一α〃＋a、（evz）∈Q2
を得る．従ってα1（α2）∈Q2となる．α1，　a2，＿，　adはA内の
d列をなすので（［T，Proposition　3．1］），　al（α2）∈（a！）∩Q2＝al
Qを得る，aユ（αz）＝alv，　v∈Qとするとαz－v∈（0）：の
⊆W（［T，　Theorem　2．5］）である．従って，2∈（Q＋Pm：mq
＝f＋Wを得る．al　W＝（0）であるので，　x＝S，＋al
z∈Ql故にf2＝QL
主定理1．1を示すために，もう1つ命題2．4を挙げる．
この命題の証明において，depth　G（m）≧2という仮定が
本質的に使われている．詳しくは［GHS，　GHS2］に報告し
てあるので参照して頂きたい．
　尚，この命題はq＝1の場合でも成立する．前報告
［GHS2］ではg≧2と仮定して命題2．4を証明をしている．
q＝1の場合の証明は，前報告のq≧2の場合と証明の手
法が完全に異なるので，q＝1の場合のみ改めて報告す
る．
命題2．4．∠4は死C環とし，depth　G（nl）≧2と仮定する．
q　2｝i　1は整数とし，整数1≧0をmlに含まれるA内の全て
の巴系イデアルがstandardとなるように取る，　Q＝（al，
a2，＿，　ad）は環Aの巴系イデアルであって，　Q⊆mσ＋～＋1な
るものとする，f＝Q：mqとおく．このとき，次の主張
が正しい．
nlg∫＝m4Q，∫⊆mq＋1＋1，∫2⊆Q．
q＝1のときの証明．q＝1，つまりソークルイデアルf
＝Q：mの場合を考える．まずmf＝rnQなることを示
す，そうではないとしよう．このとき（［GSa1，　Lemma　2．
2］）よりe2（A）＝1となる．
　基礎環！1はFLC環でdim．A≧depth／A≧depth　G（m）
≧2であることより，Aはunmixedである．従ってA
は正則局所環となる，fはソークルイデアルであること
を思い出すとml⊆（？，しかしmf≠niQであるので，　Qは
1のreductionではない．よって1＝Q：mgQ，　Aは
Gorensteinで，　IA（［Q：m］／Q）＝1であるのでQ＝Qを得
る．よって，定理1．3よりm／QはcyclicA－moduleとな
るが，Q⊆ml＋2⊆m2よりdim　A≦1となる．今，　dim
A≧2なので，これは矛盾
　よって，mf＝mQを得て，　f＝Q：m⊆ml＋3：m＝ml＋2
となる．またf⊆mより12⊆mf⊆Qである．
　さて，本報告の主結果である定理1．1と系12の証明
をしよう．
Proof　of　Theorem－L　l　and　Corollary　1．2．整数1≧1をml
に含まれるA内の全ての巴系イデアルがstandardであ
るように取る．整数qに対しκ（q）を定理2．1で得られた
数とし，rtq）＝max｛κ（q），　q＋1＋1｝とおく．このとき定理
23と命題2．4よりQ＝（αユ，α2，．．．，　ad）⊆mtなる巴系イデア
ルとf－Q：mσについて12＝Qlが従う．
　さらに，q≧1とすると［GO，　TheQrem　1．2］の（C2）条件，
または［GN，　Introduction］のΣ（Q）⊆fなる条件が満たされ
る．
　実際に，Q⊆mlかつmlに含まれるA内の全ての巴系
イデアルはstandardであるので，
（al，．．■sαi，．．りαd）：ai＝（al，．＿，∂ゴ，．．，・ad）：ml，
1≦ガ≦4．（［T，　Lemma　1．1］）となることに注意して，
（42）
擬ソークルイデアルの定常性について
（α、，＿，a、，＿，ad）ai＝（al，＿，・b，，＿，αd）m’，
　　　　　　　　　　　　　　　⊆（al，．．．，　liri，，，．，ad）mq，
　　　　　　　　　　　　　　　⊆1
よりイデアルf＝Q：mqに対して，［GN，　Section　5］の講i論
において求められる全ての条件が満たされるので，系1．
2の主張（1），（2）が［GN　Section　5］から従う，また系12の
主張（3），（4）については［GO，　Propositions　2．4，2．5］からそれ
ぞれ従う．
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